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MATEMATIASE

N iad= AoCL

Aydin Fen Lisesi Biyoloji Toplulugu'nun AKADEMIK adh
sayfasindaki gibi Matematik seven Sgrenciler olarak biz de bu sayfada
litkemizin saygin bilim adamlarina s6z verecegiz... "Matematikscl Bakis
" kogemizin ilk konugu Ortadogu Teknik Universitesi Ogretim
Uyelerinden Prof. Dr. Zafer NURLU... Nurlu, matematikteki sonsuzluk
kavrami iizerine bakin neler dedi...

MATEMATIKTE SONSUZLUK
KAVRAMI UZERINE

“Sonsuz" sbzciigind ginlik yasamimizda, ara sira da olsa
kullaninz. Bu sézcliklc anlatmak istedigimiz kavram konugma konusuna
gbre degismekle birlikte genelde bilinen simirlarin 6tesinde, élgiilemeyen
anlamini tagir. llkel bir kabilenin sayi kavraminin bir. iki, fi¢, ¢ok tan
olustugu belirlenmistir. Buradaki ¢ok sdzciiglindn bizim sonsuz umuz
oldugu agiktir.

Matematikgiler kullandiklari tdm kavramlari kesin bir sekilde
tamimlamak isterler. Sonsuz kavrammnin tam olarak tanimlanmasi
matematiksel bir zorunluluktur. Bir kiimenin eleman sayisina o kiimenin
kardinalitesi diyelim ve A kOmesinin kardinelitesini |A]ile gosterelim.

ORNEK:

A= {1.2,3} kiimesinin kardinalitesi 3. bog kiime @ nin kardinalitesi 0
dir.

TANIM :

Bir kGmecnin tdm alt kiimelerinin kiimesine d kiimenin kuvvet
kiimesi denir. A kiimesinin kuvvetkiimesi P (A) ile gosterilir.

ORNEK:

P(@) = {0@) oldupundan, ® nin kuvvel kimesinin kardinalitesi
2°=|dir.

—P({1.23})={0. {1}, {2}, 13}, (1.2}, {13}, {23}, {1.23}}
‘oldugundan, {1,2,3} kiimesinin kuvvet kiimesinin kardinalitesi 2°=8 dir.

Genelde sonlu elemanli kiimeler igin |P(A)|= 2 l"]oldu,g.“r,u
gosterilebilir.

Bu gosterimi- sonlu olup olmadigint bakmaksizin her kiime igin
kullanacagiz.

TANIM:

A kilmesinden B kdmesine birebir bir A—B fonksiyonu varsa A
jun kardinalitesi B nin kardinalitesinden kii¢iik ve esittir diyclim ve
bunu |A|s |B] ile gosterelim Hem birebir hem 6rten bir g: A—> B
fonksiyonu varsa A nin kardinalitesi B nin kardinalitesine esittir
diyelim. ve |A| = | B| yazahm. (Bu tanim beklentilerimizle tutarhdir:
lal<|BlvelBl<| Alise |al=1B] olur:

Schrocder - Bernstein Teoremi bize A kilmesinden B kiimesine ve B
kiimesinden A kiimesine birebir fonksiyonlar tanimlanabiliyorsa birebir
ve 6rten bir fonksiyonun da tanimlanabilecegini sGyler.)

ORNEK:

. AcB ise|A| < |B| oldugu agikur (f: A—B fonksiyonunu
l(x)=xalalim.)

2. A={x:x ¢ifl sayma sayist} ve N=sayma sayilarimin kiimesi olsun.

lIk &rnckten I"A | < INJ| oldugunu biliyoruz. Ancak bundan daha
lazlasimi da g6sterebiliriz: [ A = N fonksiyonunu f(x) = x/2 olarak
tanimlayalim. Bu fonksiyon birebir ve drten oldugundan lAI ="N|
olur.

3. Q=rasyonel sayilarin kimesi olsun. Bu kilmeyi

Q#{0:2ll=1/2.1/2.-2.2. - 1/3,1/3,-3.3,-2/3,2/3,-32.3/2 ...}
seklinde sirastyla yalnizea 0, (daha dnce kullaniimamug) yalnizca
0.1, yalmzca 0,1,2 vb. kullamlarak yazilan rasyonel say: gruplari olarak
pbsterebiliriz. :Q—N fonksiyonunu sirasiyla
(0) = 1, K-1)=2, [(1) =3, f(-1/2)= 4 vb olarak taniyahm. Bu
fonksiyon bircebir ve 6rten oldugundan |Q| =|N| olur.

4. Sayma sayilari kiimesi N nin kardinalitesi N, ile gergel sayilar
kUmesi R nin kardinalitesi ¢ ile g&sterilir. Her sonlu, sayma sayilarindan
olusan kiime N nin alt kimesi ve N kendisi R ninalt kiimesi oldugundan
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asagidaki siralamay1 yapabiliriz
1<2<3<..<N,<c

N nin eleman sayisi sonlu olmadigindan N, sonsuzdur. Yukaridaki
tanimlara gére su soru akla geliyor.

SORU :N,_dan biiytik sonsuz var midir?

Bu soruyu iki adimda ccvaplayabiliriz.

TEOREM [ :N,<cdir.

KANIT:

N =R oldugundan IN| <RI .yani N, < coldugunu zaten biliyoruz.
Geriye esitlik halinin olamayacagini gdstermek kaliyor. Tersini kabul
edelim.

Varsayalim ki £: N — R birebir ve drtenolsun.

f(1) gergel sayisinin ondalik agilimini f(1)=....3,, 3,43, 3, ... ilc,

f(2) gergel sayisimin ondalik agithmini f(2)=...,a,, 3,,3,,3 .. ile,

f(n) gergel sayisinin ondalik agihmunt f(n) = ... a,, a,, 3, a,,... Vb ile
gbsterelim.
b=0,b,b,b,b,... gercel sayisinin a,=4iseb,=S5,degilseb,=4
ap=4iseb;=5,degilseb,=4
a,=4iseb,=5.degilseb,=4vb
olarak tanimlayalim. Bu durumda b (1), b #(2), b f(3), .. olur. b sayis
bir gercel say1 olmasina kargin f fonksiyonunun gériintii kimesinde
degildir, baska bir deyisle [ fonksiyonu &rten degildir. Bu ise f hakkinda
kabuldmuzle celigir. Buradan N den R ye birebir ve 6rten bir fonksiyon

tamimlanamayacagy, yani Ir|= IN| olamayacagi sonucunu gikannz.
Yukarida No < c oldugunu kamtladik. Bu sonug akla bir bagka soru
getiriyor:

SORU : En biiyiik sonsuzc midir?

Bunun dogru olmadigin: bize Contor Teoremi sdyler:

CANTOR TEOREMI : Her A kiimesi icin |A] <2 dir.

KANIT: A bos kiime ise esitsizlik agiktiz. A bos kilmeden farkh
olsun. f(a) = {a} olarak tanimlanan f: A — P (A) fonksiyonu birebirdir.
Dolayisiyla |A |<| P(A)l olur. Esitligin olamayacagint gdsterelim.
Varsayalim ki g : A —> P(A) fonksiyonu birebir ve drten olsun. Herae A
i¢in g(a) birkilme oldugundan

B={a € A :a & g(a) } kiimesini lanimlayabiliriz. (B = © de olabilir)
BcAd

g fonksiyonu &rten kabul edildiginde bir b € A elcmani iging(b)=B
olmalidir. Ancak b= B olamaz: ¢iinkii B nin tanim geregi b € Bolmasi b ¢
g(b) anlamina gelir, ki bu da g(b) = B olduZundanb # B ¢eliskisine yol
agar.

Ote yandan b & B de olamaz: ¢iinkil B nin tanimi geregi b & B olmasi
b € g(b) anlamina gelir ki bu da g(b) = B oldugundan b e B geliskisine yol
agar.

Ancak bu iki durumun birisinin dogru olmasi gerekir. Bu geligki bize
anilan dzellikte bir g fonksiyonunun olamayacagim gosterir, bagka bir
deyisle, A=2" olamaz, | A| <2'" olmak zorundadir.

Bu sonug bize matematikte birden fazla , dahas: sonsuz sayida farkh
sonsuzoldugunu,

M= IN| < |Pau)| < |PPEV)| <...) 5zl olarak 1a |R| < | P(R) |

.
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Yardimci olabilecek kitaplar

1- Naire Set Theary - Paul R. Halmas

2- Introduclion tg Symbalic Logic-Teo Granberg (ODTO Yayinlan)

3~ Numbers.and Infinitiy ~. E.Sondheimer. & A.Rogersan.(Cambridge.University. Press)
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Pinar KARATAY Her sabaf uyandyjinda aynanin sana fisidadi gercek,
Farkina vardmadan gecen zaman
Ko gey bu gecede digimli sanki: Arilar denizine dokiilen yillar
. ) o Gelecegjin git gide fafifliyor yasam terazisinde...
Yagour yogea rahatlogacak gokyi Dilsiincelerin de biigiyor yavas yavas,
} ’ Hayat bulmacasmda bosluklare dolduruyorsun
Koguu mym ben de boyle havay Hor dolfurulan oshuf uffums iz dafa genisletiyor
byt s b deplalmiy. s ol
Slletimi penceeden songug geceye uzatuoru. ﬂ;‘ n’;’fzfzyklac:; l%@ z;tzﬁr ik E;ng i degil

Inanmak istemesen de aynadaki gorintiin gercek

Doarnlalor bulutlondan atlamak igin sabusiglonueen Tk ganagndofs osoCikrdon sl g s i

En acellct damlay. hissetmek igin tenimde Amansizca gegen senelerin rufisuz bir odaya apsettigi

bir mahkumsun artik
Beleliyorum bulutlann keyhint saatlerce . ek dostun amslarm ve sallanan bir sandalye

Dol dolu yasayamadyfin seneleri geri getirebilme umuduyla
Sonnda avuelaxunda binlerce damla birikiyor. Sallanan sandalyede sonsuz disincelere dalocaksin

Ta ki zamana isyankar rufuny teslim edinceye dek...
Hor geyden anunmg lutsal suyy

. "Hande Ezgi AYDIN

gﬁubgﬁg{[ edeneb Uﬁﬁﬁme Ry ORuA, Bitmigse kivek ve iivkek ¢izgilevin;

Sy keskin, en sevéleviyle ¢iziyyovsan duoarlar
Ginahlarundan, hatolarumdan, yolondarmdan wtanaral e

Ovyuntavein sonunda hep sifeslay kaliyovsa.

@ magum glﬂﬂanuﬂdan’ QOC[(MUgUﬂ\dGIl. Yollarda kaybolina kovkasa bevakmegsa yevini
. Yolunu kaybete kovkusuna
©3u}[ d[ﬂ[yonum Oziiniin tzi kavegivken faskliligena

Dostsuz bakiglaven ayereyovsa seni "onlavdan"
QY agumur pencereme gitttece daha heglt wwyor Bugiinden snce gellyovsa yarn kapina
_ Oliinm tek hatwrladiginsa,
Yoldan gegenler bana deliymigim gibt bakwor Unuteuklarinsa kendin.

Avtik sk sk fiscldiyovsa hayat kalagina;
©uQa}(dan da 05(1]( deigOf(UW 'Eger cennet tiim sahlp olduklaven olsa
Ona tnanabiliv miydin hata?"
Cllhl@ll blﬂigonum: Cevaben yoksa
Kopuyovsa cenneéln,
Ben artik QO(‘.llk’ dethim, Biiyiiyorsun...
“Biiyiitiilityorsun kimsestzken kimselerin koynunda

@iigﬁgonum... O keskin ¢izgilevle yazilieg masallavnda... )

"Figbiy bagar tesadiif degildir"
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